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  لفؤمقدمه م
  

  باشد.  ها و مراکز آموزش عالی می کتاب حاضر حاصل چندین سال تدریس در دانشگاه

باشـد. بـه    اوطلبان کنکـور کارشناسـی ارشـد مـی    ویرایش جدید این کتاب مرجع بسیار مناسبی براي د

فصل تنظیم شده است و انتهاي هر  8طوریکه با مطالعه این کتاب دیگر نیاز به هیچ منبعی نیست. کتاب در 

ها داده شده است. قبل از بررسـی   هاي رسمی و تألیفی آمده است و پاسخ جامع و کاملی به تست فصل تست

ید، زیـرا  ها را کامل بررسی کن فصل را با دقت مطالعه کنید و سپس تست هاي هر فصل ابتدا مطالب آن تست

  ها را به راحتی پاسخ خواهید داد. در این صورت تست

 مطالعه شـود.  8بهتر است فصل ولی هاي اخیر در کنکورهاي رسمی مطرح نشده است.  در سال 8 فصل

صـل اول کتـاب معمـاري کـامپیوتر را حتمـاً      ف ،هـا  کننده ها و ضرب کننده تر اعداد و جمع براي مطالعه عمیق

  فرمایید.بمطالعه 

سازي این کتاب مرا یاري کردند که از همه آنها سپاسـگزارم. اگـر پیشـنهاد یـا      دوستان عزیزي در آماده

  هاي تألیف اینجانب داشتید لطفاً مطرح کنید. انتقادي در مورد این کتاب یا سایر کتاب

  

  1399زمستان  –هادي یوسفی   

  hadi_yusefi@ yahoo.com  
  09121788534  
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  هاي اعداد و تبدیل مبنا  سیستم  

  

  

  

  
هـاي دیجیتـال از    کنـیم. در سیسـتم   استفاده می (decimal) 10ما براي نمایش اعداد از مبناي 

نیـز برخـی مواقـع     (hexadecimal) 16و  (octal) 8شود. مبناهاي  استفاده می (binary) 2مبناي 
تــوان بــه شــکل  را مــی rمبنــاي در  aبــراي نمــایش اعــداد مفیــد هســتند. بــه طــور کلــی عــدد  

n n / m ra (a a ...a a a a ..a )     1 2 1 0 1 ــایش داراي   2 ــن نمـ ــایش داد. ایـ ــحیح   nنمـ ــم صـ رقـ
na ,..,a ,a1 1 0  است و دارايm  رقم اعشارma ,..,a ,a2 1   باشد. در مبنـاي   میr    هـر رقـم در

] هباز , r ]0 1  است یعنی به ازاي هرm i n 1    هرابط ia r0 1   باشـد. مـثلاً    برقرار می
و در  7تـا   0ارقـام   8، در مبنـاي  1و  0ارقـام   2مجاز هستند، در مبناي  9تا  0ارقام  10در مبناي 

 D  ،14ا بـا  ر C  ،13را با  B  ،12را با  A  ،11را با  10باشند که  مجاز می 15تا  0ارقام  16مبناي 
باشـد. بـراي    می irداراي ارزش  rدر مبناي  iaدهیم. هر رقم مثل  نمایش می Fرا با  15و  Eرا با 

کنیم و مقادیر بدسـت   ، هر رقم را در ارزش آن رقم ضرب می10به مبناي  rاز مبناي  aتبدیل عدد 
  م:کنی آمده را جمع می

   n n / m ra a a ...a a a a ...a     1 2 1 0 1 2  

  
n

n n m i
n n m i

i m
a r a r ... a r a r .. a r a r


   

   


             
11 2 0 1

1 2 0 1  

  1فصل 



 2  مدار منطقی  

)/اعداد  :1مثال  )8147 )/و  3 )8257 )/و  2 FA C)161  و/( تبدیل  10را به مبناي  21011001101(
 کنید.

  : 1جواب مثال 

  / /( ) ( )2 1 0 1
8 10

3147 3 1 8 4 8 7 8 3 8 64 32 7 103 3758
              

  / /( ) ( )2 1 0 1
8 10

2257 2 2 8 5 8 7 8 2 8 128 40 7 175 258
              

  / /( FA C) ( )            2 1 0 1
16 10

121 1 16 15 16 10 16 12 16 256 240 10 506 7516  

  /( )               6 5 4 3 2 1 0
21011001101 1 2 0 2 1 2 1 2 0 2 0 2 1 2  

  /( )1 2 3
10

1 11 2 0 2 1 2 64 16 8 1 89 6252 8
               

  را بیابید. rرقمی صحیح در مبناي  nبزرگترین عدد  :2مثال 

  کــه باشـد  مـی  999برابـر   10رقمـی در مبنـاي    3، بزرگتـرین عـدد   بهتـر  درك بـراي : 2جـواب مثـال   
310توان  می 1  برابـر   2رقمی مبناي  3نوشت. بزرگترین عدد(  10اسـت کـه اگـر بـه مبنـاي       2111(

)تبدیل شود برابر  ) 3
104 2 1 7 2 1     باشد. پس بزرگترین عـدد   میn    رقمـی در مبنـايr   برابـر

  است با:

  n n

(r ) r

(r )(r )...(r ) (r ) r (r ) r ... (r ) r 



 
             
 
 

1 2 0

1
1 1 1 1 1 1  

  
nn n nr(r ) (r r ... r ) (r ) r
r

1 2 0 11 1 11
            


  

تصاعد هندسی به شکل  توجه:
n

i n

i
ax a ax ax ... ax

1 2 1

0





      است کهa   جملـه اول

شـود و جملـه بعـدي حاصـل      قدر نسبت (یعنی عدد ثابتی کـه در هـر جملـه ضـرب مـی      xاست و 

حاصـل ایـن تصـاعد برابـر     اسـت.   nشود) است و تعداد جملات برابر  می
n na( x ) a(x )

x x
1 1
1 1
 
 

 

nباشد و اگر  می   و| x | 1  آنگاهaa ax ax ...
x

2
1   


  

n بار  



 3  هاي اعداد و تبدیل مبنا سیستم.  1فصل   

  را بیابید. rرقمی مبناي  mبزرگترین اعشار  :3مثال 

/برابـر   10رقمـی در مبنـاي    3بـه عنـوان نمونـه، بزرگتـرین اعشـار      : 3جواب مثال 
30 999 1 10  

  برابر است با: rرقمی در مبناي  mباشد. بزرگترین اعشار  می

  m
/

(r ) r

(r )(r )...(r ) (r ) r (r ) r ... (r ) r  



 
             
 
 

1 2

1

0 1 1 1 1 1 1  

  
m

m r ( r )
(r ) (r r ... r ) (r )

r

1
1 2

1
11 1

1

 
  


        


  

  
m

m( r )
(r ) r

r
11 11


    


  

rبه مبنـاي   10براي تبدیل از مبناي  به سایر مبناها: 10تبدیل از مبناي  0  یح ، قسـمت صـح
تـرین رقـم صـحیح حاصـل اسـت. خـارج        کنیم، باقیماندة تقسیم، کـم ارزش  تقسیم می rعدد را به 

کنیم و باقیماندة تقسیم دومین رقم صحیح حاصل اسـت (رقـم بـا     تقسیم می rقسمت را مجدداً به 
هـر تقسـیم را انتخـاب     دهـیم و باقیمانـدة   ) و به همین ترتیب عمل تقسـیم را ادامـه مـی   r1ارزش 

  کنیم. می
ــحیح     ــدد صـ ــر عـ ــدیل برابـ ــد حاصـــل تبـ ــرض کنیـ ــن روش، فـ ــتی ایـ بـــراي درك درسـ

n n rb (a a ...a a )1 2 1 0  باشد. می  
  برابر است با:   10این عدد در مبناي 

  n
nb a r ... a r a1 1

1 1 0


       
باشـد. خـارج قسـمت     ) مـی rترین رقم مبناي  ارزش (یعنی کم a0برابر  rبه  bکه باقیماندة عدد 

  برابر است با rبه  bتقسیم 

  n n
n n

bq a r a r .. a r a
r

2 3 1
1 1 2 2 1

 
           

باشد. و بـه همـین    ) میr(یعنی دومین رقم کم ارزش مبناي  a1برابر  rبه  q1باقیماندة تقسیم 
  هستند. r، باقیماندة تقسیم، ارقام عدد در مبناي rترتیب با هر تقسیم به 

)عدد  :4مثال    تبدیل کنید. 8را به مبناي  10301(
است. خارج قسمت تقسـیم را بـه    a0کنیم و باقیمانده تقسیم  تقسیم می 8این عدد را به : 4جواب مثال 

  است و به همین ترتیب: a1کنیم و باقیمانده برابر  قسیم میت 8
  a0301 8 37 5 5      

m بار  



 4  مدار منطقی  

  a137 8 4 5 5      
  a24 8 0 4 4      

)پس  ) ( )10 8301 455.  
ــه  aدر تقســیم عــدد  توجــه: ــر rب ــر ، اگ ــر  qخــارج قســمت براب ــده براب باشــد  a0و باقیمان

( a r)00  توان نوشت: می a r q a0    

) عدد :5مثال    تبدیل کنید. 2را به مبناي  1053(
کنـیم،   تقسـیم مـی   2است. خارج قسمت را به  a0کنیم، باقیمانده  تقسیم می 2را به  53: 5جواب مثال 

  است و به همین ترتیب: a1باقیمانده 
  a053 2 26 1 1      
  a126 2 13 0 0      

  a213 2 6 1 1      
  a36 2 3 0 0      
  a43 2 1 1 1      
  a51 2 0 1 1      

)پس  ) ( )10 253 110101   
کنـیم و   ضرب می r، قسمت اعشار را در rبه مبناي  10براي تبدیل قسمت اعشار عدد از مبناي 

aرقم صحیح حاصلضرب برابر  1 س قسـمت  باشد. سـپ  (یعنی اولین رقم بعد از ممیز در جواب) می
aکنیم و رقم صحیح حاصلضرب برابر  ضرب می rاعشار حاصل را مجدداً در  2    یعنی دومـین رقـم)
قسـمت   تبـدیلِ  این روش فـرض کنیـد حاصـلِ    درستیِ باشد. براي درك بعد از ممیز در جواب) می

ــارِ ــرِ اعش ــدد براب / ع m rc ( a a ...a )1 20     ــدد د ــن ع ــت. ای ــاي اس ــا:   10ر مبن ــت ب ــر اس براب
m

mc a r a r .. a r  
        1 2

1 ــر  2 ــه اگـ ــدار    rرا در  c. کـ ــیم مقـ ــرب کنـ ضـ
m

m

c

c r a a r ... a r a c  
           

1

1 1
1 2 1 1 آید که  بدست میa 1   رقم صـحیح

ضـرب کنـیم    rجدداً در را مc1است. حال اگر  cحاصلضرب است که اولین رقم بعد از ممیز در عدد 
ــدار  mمق

mc r a a r ... a r1 2
1 2 3

  
          ــی ــل م ــحیح    حاص ــم ص ــه رق ــود ک ش

aحاصلضرب یعنی  2 دومین رقم بعد از ممیز در عدد ،c .است  



 5  هاي اعداد و تبدیل مبنا سیستم.  1فصل   

)/عدد  :6مثال  )100   ) تبدیل کنید.2را به باینري (مبناي  625
0/: 6جواب مثال  aکنیم، قسمت صحیح حاصل برابر  ضرب می 2را در  625 1  است. قسمت اعشار
aکنیم، قسمت صحیح حاصل برابر  ضرب می 2را مجدداً در  2   است. عمل ضرب را تا زمانی انجـام

  کراري شود:دهیم که یا اعشار به صفر برسد و یا اعشار، ت می

  
/ /

/ / / /

/ /

a

a ( ) ( )

a

1

2 10 2

3

0 625 2 1 25 1
0 25 2 0 5 0 0 625 0 101
0 5 2 10 1







   

     
   

  

)/عدد  :7مثال  )100   تبدیل کنید. 2را به مبناي  7
ــال  ــواب مث ــه روالِ: 7ج ــا توجــه ب ــدیل،  ب ــن عــدد در مبنــاي تب ــاوب مــی 2ای باشــد و قســمت  متن

a a a a2 3 4 5    شود: نهایت تکرار می تا بی  

  

/ /

/ /

/ /
/ /

/ /

/ /

/

a

a

a
( ) ( ...)

a

a

repeat from a













   
   
   

 
   
   
 

1
2
3

10 2
4
5

2

0 7 2 1 4 1
0 4 2 0 8 0
0 8 2 1 6 1 0 7 0 10110011001100 6 2 1 2 1
0 2 2 0 4 0
0 4 2

  

)/عدد  :8مثال  )10301   تبدیل کنید. 8را به مبناي  2
)، 4با توجه به مثـال  : 8جواب مثال  ) ( )10 8301 455   بـراي تبـدیل ./( )100 از روش  8بـه مبنـاي    2

  کنیم: ضرب متوالی استفاده می

  




/ /

/ // /

/ /
/ /

/ /

/

a

( ) ( ...)a

a
( ) ( ...)

a

repeat from a











   
    

   
 

   
 

1
10 82

3
10 8

4

1

0 2 8 1 6 1
0 2 0 1463146314630 6 8 4 8 4

0 8 8 6 4 6
301 2 455 14631463

0 4 8 3 2 3
0 2 8

  

)/کـــدام یـــک از اعـــداد  :9ال مثـــ )100 )/و  1 )100 )/و  15 )100 )/و  775 )100  4، در مبنـــاي 875
  پذیر هستند؟ خاتمه

ت کـه  پـذیر باشـد آن اس ـ   خاتمـه  16یـا   8یا  4یا  2شرط لازم براي آنکه، عدد در مبناي : 9جواب مثال 
)/باشـد پـس    5شود نیز سمت راست حاصل  باشد و هر بار که ضرب می 5سمت راست عدد، رقم  )100 1 
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  پذیر نیست. خاتمه 4در مبناي 
  / repeat0 4 4   و/ /0 6 4 2 4   و/ /0 4 4 1 6   و/ /0 1 4 0 4   

0/ رقم سمت راست /است ولی با توجه به  5برابر  15 /0 15 4 0 6       چـون رقـم سـمت راسـت
/0 ــر  6 ــه  5براب ــس خاتم ــت.  نیســت پ ــذیر نیس 0/پ ــاي  775 ــز در مبن ــرا   4نی ــاوب اســت زی متن

/ /0 775 4 3 1   3/که سمت راست 0/نیست. عدد  5 برابرِ 1   مختوم است: 4در مبناي  875
  / /0 5 4 2 0   و/ /0 875 4 3 5   

  
گیر است. روش سـریعتر   روش تقسیم متوالی کمی وقت 2بناي به م 10از مبناي  aبراي تبدیل عدد صحیح 

وجـود داشـت    02بنویسیم و سـپس اگـر    i2را به شکل مجموع اعداد متمایز به شکل  aاین است که عدد 
وجود داشت یعنی بیـت دوم از   12است. اگر  0است و در غیر این صورت  1یعنی بیت سمت راست حاصل، 

  است و به همین ترتیب. 0است و در غیر این صورت  1سمت راست، 
  

)اعداد  :10مثال  )و  1034( )و  1079( )و  10301(   تبدیل کنید. 2را به مبناي  1053(
  : 10جواب مثال 

( ) ( )5 1 5 4 3 2 1 0
10 234 32 2 2 2 1 2 0 2 0 2 0 2 1 2 0 2 100010                  

  ( ) ( )6 3 2 1 0
10 279 64 8 4 2 1 2 2 2 2 2 1001111            

  ( ) ( )8 5 3 2 0
10 2301 256 32 8 4 1 2 2 2 2 2 100101101            

  ( ) ( )5 4 2 0
10 253 32 16 4 1 2 2 2 2 110101          

  را به خاطر بسپارید: i2اعداد به شکل  توجه:
72و     128  62و 64  52و 32  42و 16  32و 8  22و 4  12و 2  02و 1  

132و     8192  122و 4096  112و 2048  102و 1024  92و 512  82و 256  
    172... و 131072  162و 65536  و152 142و  32768 16384  

rبه مبناي  10تاکنون تبدیل از مبناي  10      خـواهیم   و بـرعکس را بررسـی کـردیم. حـال مـی
  نیستند را بررسی کنیم. به یک مثال توجه کنید. 10تبدیل بین دو مبنا که هیچ یک مبناي 

)/عدد  :11مثال  )4231   تبدیل کنید. 7به مبناي را  3
  کنیم: تبدیل می 10ابتدا عدد را به مبناي : 11جواب مثال 

  / /( ) ( )2 1 0 1
4 10

3231 3 2 4 3 4 1 4 3 4 45 45 754
            
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  کنیم: تبدیل می 7حال، حاصل را به مبناي 
  ( a , a ) ( ) ( )           0 1 10 745 7 6 3 3 6 7 0 6 6 45 63  

  / / / / / /( a , a , repeat) ( ) ( ...)          1 2 10 70 75 7 5 25 5 0 25 7 1 75 1 0 75 0 5151  

)/پس جواب برابر  ...)763    باشد. می 5151

تبدیل کردیم  10، ابتدا عدد را به مبناي 7به مبناي  4همانطور که دیدیم براي تبدیل از مبناي 
توان مستقیم به هم تبدیل کـرد. بـه    تبدیل کردیم. برخی مبناها را می 7و سپس نتیجه را به مبناي 

24به  2د و برعکس. مثلاً مبناي تبدیل کر nrتوان مستقیم به مبناي  را می rطور کلی مبناي  2 
38به  2و برعکس، مبناي  2  416به  2و برعکس، مبناي 2  216بـه   4و برعکس، مبناي 4  و

29به  3برعکس، مبناي  3 .براي تبدیل از مبناي  و برعکسnr  به مبنايr   به ازاي هـر رقـم در ،
 nهـر  ، بـه ازاي  nrبه مبناي  rقرار دهیم. براي تبدیل از مبناي  rرقم در مبناي  n، باید nrمبناي 

قرار دهیم، اگر لازم بود به سمت چـپ عـدد، یـا سـمت      nr، باید یک رقم در مبناي rرقم مبناي 
  رقمی ساخت. nهاي  کنیم تا بتوان دسته راست بعد از ممیز، صفر اضافه می

  تبدیل مبناهاي مقابل را انجام دهید: :12مثال 
B)/و     DA ) ( )16 42 87   و/(F E C) ( )16 24 8   و/( ) ( )8 2457 632   

  /( ) ( )3 921011 212   و/( ) ( )2 )/و  161011110111 ) ( )2 810111011   و( ) ( )9 373852   
  دهیم: بیت قرار می 3، به ازاي هر رقم 2به مبناي  8براي تبدیل از مبناي : 12جواب مثال 

   / /( ) ( )8 2457 632 100101111 110011010  

  دهیم: بیت قرار می 4، به ازاي هر رقم 2به مبناي  16براي تبدیل از مبناي 

   / /(F E C) ( )16 24 8 111101001110 10001100  

  دهیم: رقم قرار می 2، به ازاي هر رقم، 4به مبناي  16براي تبدیل از مبناي 

   / /(B DA ) ( )16 42 87 23023122 2013  

  دهیم: رقم قرار می 2ازاي هر رقم، ، به 3به مبناي  9براي تبدیل از مبناي 
  ( ) ( )9 373852 2110221202  
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دهیم. قسـمت صـحیح    بیت، یک رقم قرار می 3، به ازاي هر 8به مبناي  2براي تبدیل از مبناي 
کنیم و اگـر لازم   رقمی تقسیم می 3هاي  راست و قسمت اعشار را از سمت چپ به دستهرا از سمت 

  دهیم: بعد از ممیز صفر قرار می بود سمت چپ عدد یا سمت راست

   / //
( ) ( ) ( ) 2 2 810111011 001011 101100 13 54  

  دهیم: بیت، یک رقم قرار می 4به ازاي هر  16به  2براي تبدیل از مبناي 

   / //
( ) ( ) ( B ) 2 2 161011110111 00010111 10111000 17 8  

  دهیم: رقم، یک رقم قرار می 2به ازاي هر  9به مبناي  3براي تبدیل از مبناي 

   / //
( ) ( ) ( ) 3 3 921011 212 021011 2120 234 76  

  یلات فوق به جداول زیر توجه کنید:تبد براي درك بهترِ

  8مبناي   2مبناي     16مبناي   2مبناي   4مبناي     9مبناي   3مبناي 
00  0    00  0000  0    000  0  
01  1    01  0001  1    001  1  
02  2    02  0010  2    010  2  
10  3    03  0011  3    011  3  
11  4    10  0100  4    100  4  
12  5    11  0101  5    101  5  
20  6    12  0110  6    110  6  
21  7    13  0111  7    111  7  
22  8    20  1000  8        
      21  1001  9        
      22  1010  A       
      23  1011  B        
      30  1100  C       
      31  1101  D       
      32  1110  E        
      33  1111  F        
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)معـادل   3(xy)لازم به ذکر است کـه عـدد    x y)93   باشـد   مـی( x, y )0 2     و یـا عـدد
(xy)4  معادل( x y)164  باشد  می( x, y )0 3 .  

  محاسبات در مبناهاي مختلف
 rمبنـاي   گوییم. براي جمـع  می Addendو به عدد دوم  Augendدر جمع دو عدد، به عدد اول 

) را با هم جمـع  r0نویسیم و ابتدا ارقام موجود در ستون صفر (ستون با ارزش  دو عدد را زیر هم می
) منتقـل  r1تولیـد شـد، آن را بـه سـتون یـک (سـتون بـا ارزش         (carry)کنیم و اگر رقم نقلی  می
هـا انجـام    کنیم و به همین ترتیب براي سایر ستون ستون یک، تکرار می کنیم و این عمل را براي می
  دهیم. به چند مثال توجه کنید: می

Carries
Augend

Addend
  sum   

D

  
)برابر  7و  6، جمع دو رقم 8دقت کنید در مبناي  )یعنـی   1013( برابـر   5شـود کـه    مـی  815(

اسـت کـه بـه     (carry)رقـم نقلـی    1شود و  است که در همان ستون نوشته می (sum)جمع  حاصل
ــی   ــل م ــدي منتق ــتون بع ــاي   س ــا در مبن ــود. و ی ــم  16ش ــع دو رق Dو  5، جم ( )1013  ــر براب

( ) ( )10 1618 12 رقم نقلی. 1حاصلجمع است و  2شود که  می  
ــدد   ــق دو ع ــل تفری Aدر عم B ــدد اول ــه ع ــدد دوم   minuend، ب ــه ع ــه) و ب ــروق من (مف

Subtrahend   (مفروق) گویند. براي تفریق، دو عدد را زیر هم می نویسیم، و از ستون سمت راسـت
باشـد بایـد از سـتونِ بـا      مفروق منه از رقمِ مفـروق، کـوچکتر   کنیم و هر جا رقمِ شروع به تفریق می

هاي زیر توجه  واحد است به تفریق r، معادل rارزشِ بالاتر، قرض بگیریم. هر واحد قرض در مبناي 
  کنید.

Borrows1 10 7
0 10 10 0 0 10 3 10 E Borrows

( ) ( ) ( F B) Minuend

( ) ( ) ( A ) Subtrahend

( ) ( ) ( E ) Difference

2 8 16

2 8 16

2 8 16

15 11
1 0 0 1 1 0 1 4 0 5 9 1

1 0 1 1 1 2 5 6 4 3 6
0 1 1 0 1 1 0 1 2 7 5 4 5

  

)هر قرض معادل  2دقت کنید در مبناي  ) ( )2 1010 2 هـر قـرض    8باشـد و یـا در مبنـاي     می
)معادل  ) ( )8 1010 8 هر قرض معادل  16باشد و در مبناي  می( ) ( )16 1010 16  س پ ـباشـد.   مـی

( ) ( )16 1011 17 باشد. می  
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) و عـدد دوم را مضـروب فیـه    multiplicandدر عمل ضرب، عدد اول را مضروب (ضرب شونده 
  یند. به چند عمل ضرب توجه کنید:) گوmultiplierکننده  (ضرب

    

  

C A

  

    
 (Divisor)علیـه   و عدد دوم را مقسوم (Dividend)عدد، عدد اول را مقسوم در عمل تقسیم دو 
  زیر توجه کنید:گویند. به عمل تقسیم 

  

Dividend

Remainder

Divisor
Quotient

  
  ها مکمل

ها را معرفی  مکملها براي نمایش اعداد منفی و همچنین انجام عمل تفریق کاربرد دارند. ما ابتدا  مکمل
  دو نوع مکمل تعریف شده است:  rکنیم. در مبناي  کنیم و سپس کاربرد آنها را بررسی می می
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rمکمل  1 (Reduced (Diminished Radix) complement)   و مکمـلr (Radix complement). 
تعریـف   10و مکمـل   9، مکمل 10ناي اند. در مب تعریف شده 2و مکمل  1، مکمل 2مثلاً در مبناي 

  اند. معرفی شده 8و مکمل  7، مکمل 8شوند. در مبناي  می
rرقم اعشار است آنگاه مکمل  mرقم صحیح و  nداراي  r(a)فرض کنید عدد  1   عـددa   کـه

r[a]به شکل  1 رابر است با:دهیم ب نشان می  

    
  دهیم برابر است با: نشان می r[a]که به شکل  aعدد  rو مکمل 

    

a/عدد  10 مکملو  9مکمل  :13مثال  ( )10476 23 .را بیابید  
  برابر است با: aعدد  9مکمل : 13جواب مثال 

  / / / /[a] ( ) ( ) ( ) ( )3 2
9 10 10 10 1010 10 476 23 999 99 476 23 523 76       

  کم کنیم. 9کافی است هر رقم را از  10(a)عدد  9پس براي یافتن مکمل 
  برابر است با: aعدد  10مکمل 

  / / /[a] ( ) ( ) ( ) ( )3
10 10 10 10 1010 476 23 1000 476 23 523 77      

یابیم و سپس رقم سـمت   این عدد را می 9، ابتدا مکمل 10(a)عدد  10یعنی براي یافتن مکمل 
  کنیم. جمع می 1راست آن را با 

a/عدد  8و مکمل  7مکمل  :14مثال  ( )8476 23 .را بیابید  
  برابر است با: aعدد  7مکمل : 14جواب مثال 

  / / / /[a] ( ) ( ) ( ) ( )3 2
7 8 8 8 88 8 476 23 777 77 476 23 301 54       

  کم کنیم. 7کافی است هر رقم را از  8(a)عدد  7پس براي یافتن مکمل 
  برابر است با: aعدد  8مکمل 

  / / /[a] ( ) ( ) ( ) ( )3
8 8 8 8 88 476 23 1000 476 23 301 55      

قـم سـمت   یابیم و سـپس ر  این عدد را می 7، ابتدا مکمل 8(a)عدد  8یعنی براي یافتن مکمل 
  کنیم. جمع می 1راست آن را با 

rبراي یافتن مکمل نتیجه:  1  عددr(a)  کافی است همۀ ارقام عددr(a)  را ازr 1 .کم کنیم  
rابتدا مکمل  r(a)عدد  rبراي یافتن مکمل  نتیجه: 1  عددr(a) یابیم و سپس رقم سمت  را می

  کنیم. راست آن را یک واحد اضافه می
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)عدد  10و مکمل  9مکمل  :15مثال    را بیابید. 1020400(
)عـدد   9کنـیم. پـس مکمـل     کم می 9را از  ، همه ارقام9براي یافتن مکمل : 15جواب مثال  )1020400 

)برابر  افـزاییم.   ، یـک واحـد مـی   9، به رقم سمت راست مکمل 10باشد. براي یافتن مکمل  می 1079599(
)عدد  10پس مکمل  )برابر  1020400(   باشد. می 1079600(

، از سمت راست حرکت کرده و صفرهاي سمت راست عدد را r(a)عدد  r مکملبراي یافتن نتیجه: 
rو سایر ارقام را از  rدهیم، اولین رقم غیرصفر را از  وجود تغییر نمیدر صورت  1 کنیم. کم می  

ــال  ــل  :16مث ــدد  10و  9مکم )ع ــل 1020300( ــدد  8و  7، مکم )ع ــل 820300( ــدد  2و  1، مکم ع
( )/عدد  10و  9و مکمل  210100( )10450   را بیابید. 27

  : 16جواب مثال 

  ( ) ( )10 10

99999
20300 79699  

  ( ) ( )10 10
9910
20 300 79700  

  ( ) ( )8 8
777 77
20 3 00 57477  

  ( ) ( )8 8
7 7 8
20 300 57500  

  ( ) ( )2 2
11111
10100 01011  

  ( ) ( )2 2
112
10100 01100  

  
/ /( ) ( )10 10

99999
450 27 549 72  

  
/ /( ) ( )10 10

999910
450 27 549 73  

فر تبـدیل  ها به ص ـ به این معنی است که همۀ صفرها به یک و همۀ یک 2(a)عدد  1مکمل  نتیجه:
  است. 2(a)برابر  2(a)عدد  1شوند یعنی مکمل 

از سـمت راسـت عـوض     1، صـفرهاي سـمت راسـت و اولـین     2(a)عـدد   2براي یافتن مکمـل   نتیجه:
)عدد  2شوند. مثلاً مکمل  ها عوض می شوند و سایر بیت نمی )برابر  2101100( باشد و یـا   می 2010100(

)عدد  2مکمل  )برابر  21000( )عدد  2باشد. و یا مکمل  می 21000( )برابر  21111(   باشد. می 20001(

 9مکمل 

 10مکمل 

 7مکمل 

 8مکمل 

 1مکمل 

 2مکمل 

 9مکمل 

 10مکمل 
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  2دار در مبناي  نمایش اعداد علامت
  دهیم: ، سه روش ارائه می2براي نمایش اعداد مثبت و منفی در مبناي 

  )sign magnitudeروش علامت مقدار (اندازه علامت  -1
  (s complement'1) 1روش مکمل  -2
  (s complement'2) 2روش مکمل  -3

ا در نمـایش  ه ـ دهنـد و تفـاوت ایـن روش    این سه روش، اعداد مثبت را به یک شکل نمایش می
اعداد منفی است. در این سه روش، بیت سمت چپ اعداد مثبت برابر صفر و اعداد منفی برابـر یـک   

  است.
)بیت عدد  4مثلاً با  در ایـن سـه    -6باشـد ولـی نمـایش     + می6در این سه روش برابر  20110(

ن دهندة علامت است و ارزش ، بیت سمت چپ فقط نشاروش علامت مقدارروش متفاوت است. در 
بیـت،   4ندارد و براي قرینه کردن یک عدد، کافی است بیت سمت چپ آن را تغییر دهیم. مـثلاً بـا   

( )20110 6   و( )21110 6      عدد صفر در این روش داراي دو نمـایش متفـاوت اسـت یعنـی .
( )20000 0   و( )21000 0   .ماکزیمم عدد قابل نمـایش  و این یکی از معایب این روش است

)بیت برابر  4با  )20111 7   و مینیمم عدد قابل نمایش( )21111 7  باشد. می  
اي آن ه ـ کنیم یعنی همۀ بیـت  می 1، براي یافتن قرینۀ یک عدد، آن را مکمل 1روش مکمل در 

)کنیم مثلاً  را عوض می )20110 6   و( )21001 6    عدد صفر در ایـن روش داراي دو نمـایش .
)متفــاوت اســت یعنــی  )20000 0   و( )21111 0   .و ایــن یکــی از معایــب ایــن روش اســت

ــا   ــایش ب ــل نم ــدد قاب ــاکزیمم ع ــ 4م ــر بی )ت براب )20111 7    ــایش ــل نم ــدد قاب ــیمم ع و مین
( )21000 7  باشد. می  

)کنـیم. مـثلاً    می 2، براي یافتن قرینۀ یک عدد، آن را مکمل 2روش مکمل در  )  20110 و  6
( )21010 6     دارد . عدد صفر در این روش فقـط یـک نمـایش( )20000 0    پـس در ایـن روش

)بیـت برابـر    4توان یک عدد بیشتر نمایش داد. ماکزیمم عدد قابل نمـایش بـا    می )20111 7   و
)مینیمم عدد قابل نمایش  )21000 8  باشد. براي درك بهتـر کـه چـرا     می( )21000 8  ،  بـه

  عملیات زیر توجه کنید:
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 28 7 1000 0111 1111 0001 1           
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  روش را نشان داده است: 3بیت، همۀ اعداد قابل نمایش در این  4جدول زیر، با 

signed Sign magnitude one 's complement Two's complement

Decimal system system system









 


7 0111 0111 0111
6 0110 0110 0110
5 0101 0101 0101
4 0100 0100 0100
3 0011 0011 0011
2 0010 0010 0010
1 0001 0001 0001
0 0000 0000 0000
0 1000 1111
1 1







  

001 1110 1111
2 1010 1101 1110
3 1011 1100 1101
4 1100 1011 1100
5 1101 1010 1011
6 1110 1001 1010
7 1111 1000 1001
8 1000

  

aبیتی  8عدد  :17مثال  ( )210011100 تبدیل کنید با فرض اینکه 10بناي را به م  
  ب) این عدد در سیستم علامت مقدار باشد.  .علامت باشد ر سیستم بیالف) این عدد د

  باشد. 2د) این عدد در سیستم مکمل   باشد. 1ج) این عدد در سیستم مکمل 
a  الف): 17جواب مثال  ( ) 7 4 3 2

210011100 1 2 1 2 1 2 1 2 156           
  است پس عدد منفی است: 1عدد، برابر  ب) بیت سمت چپِ

  a ( ) ( ) ( )4 3 2
2 210011100 0011100 2 2 2 28          

است پس عـدد منفـی اسـت، بـراي یـافتن مقـدار آن، عـدد را         1یت سمت چپ عدد، برابر ج) ب
  یابیم: کنیم که مثبت شود و سپس مقدار عدد را می می 1مکمل 

  a ( ) ( ) ( )         6 5 1 0
2 210011100 01100011 2 2 2 2 99  
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است، پس عـدد منفـی اسـت. بـراي یـافتن مقـدار آن، عـدد را         1د) بیت سمت چپ عدد، برابر 
  یابیم: شود و سپس مقدار عدد را می کنیم که مثبت می 2مکمل 

  a ( ) ( ) ( )6 5 2
2 210011100 01100100 2 2 2 100          

  
بیتــی  nتــوان فرمــول ارائــه داد. عــدد     هــاي مختلــف مــی   بــراي یــافتن مقــدار عــدد در سیســتم    

n na (a a ...a a )  1 2 1 0   ن عدد برابر است با:هاي مختلف مقدار ای را در نظر بگیرید. در سیستم 2
  n n

n na a a ... a a1 2 1 0
1 2 1 02 2 2 2 
         علامت : سیستم بی  

  na n
na ( ) (a ... a a )1 2 1 0

2 1 01 2 2 2 
        سیستم علامت مقدار :  

  n n
n na a ( ) a ... a a1 2 1 0

1 2 1 02 1 2 2 2 
            1: سیستم مکمل  

  n n
n na a a ... a a1 2 1 0

1 2 1 02 2 2 2 
           2: سیستم مکمل  

  

aبیتی  8ر عدد مقدا :18مثال  ( )210011100 هاي ارائـه   هاي مختلف با توجه به فرمول را در سیستم
  شده بیابید:

  : 18جواب مثال 
  7 6 5 4 3 2 1 02 2 2 2 2 2 2 2  

  a ( ) 7 4 3 2
21 0 0 1 1 1 0 0 2 2 2 2 156     علامت : سیستم بی  

  

  6 5 4 3 2 1 02 2 2 2 2 2 2  
  a ( ) ( )4 3 2

21 0 0 1 1 1 0 0 2 2 2 28      علامت مقدار : سیستم  
  

  ( ) 7 6 5 4 3 2 1 02 1 2 2 2 2 2 2 2  
  a ( ) ( )7 4 3 2

21 0 0 1 1 1 0 0 2 1 2 2 2 99          1: سیستم مکمل  
  

  7 6 5 4 3 2 1 02 2 2 2 2 2 2 2  
  a ( ) 7 4 3 2

21 0 0 1 1 1 0 0 2 2 2 2 100         2: سیستم مکمل  

بیـت در   nهـاي ارائـه شـده، مـاکزیمم و مینـیمم عـدد قابـل نمـایش بـا           با توجه بـه فرمـول   :19مثال 
  مختلف را بیابید.هاي  سیستم

)علامت، مینیمم عدد قابل نمایش  بی سیستم در: 19جواب مثال  ... ) 200 0 و مـاکزیمم عـدد قابـل     0

نمــــایش  
n( ... )  211 11 2 اســـــت. در سیســــتم علامـــــت مقــــدار، مینـــــیمم عـــــدد    1

n  0تا  

n تا یک  
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n( ... ) ( )  1
2111 11 2 1  و ماکزیمم

n( .. )  1
2011 1 2 ، مینـیمم  1است. در سیسـتم مکمـل    1

ــدد  ع
n( .. ) ( )  1

2100 0 2 ــاکزیمم  1 و م
n( ... )  1

2011 1 2 ــل   1 ــتم مکم ــت. در سیس  2اس

مینیمم عدد 
n( .. )   1

2100 0 و ماکزیمم  2
n( .. )  1011 1 2   باشد. می 1

  ها) ها (فلگ پرچم
شـوند. در   پس از انجام عملیاتی مثل جمع یا تفریق، مقداردهی می هایی هستند که ها بیت فلگ

  کنیم: تا فلگ مهم هستند که بررسی می 4این درس 
شود کـه حاصـل عملیـات صـفر باشـد. و اگـر حاصـل         این فلگ وقتی یک می :Z (Zero)فلگ 

  شود. برابر صفر می Zعملیات مخالف صفر باشد، فلگ 
شـود کـه حاصـل عملیـات، منفـی       ین فلگ وقتی یک میا :S (Sign)یا  N (Negative) فلگ

  شود. برابر صفر می Sشود. اگر حاصل، مثبت باشد، فلگ 
شود کـه حاصـل عملیـات سـرریز باشـد.       این فلگ وقتی یک می :OF(Overflow)یا  Vفلگ 

  یعنی حاصل در بازة مجاز نباشد.
  قلی خارج شود.شود که از بیت سمت چپ، رقم ن این فلگ وقتی یک می :C(Carry)فلگ 

  2سیستم مکمل 
کننـد.   براي نمایش اعداد صحیح استفاده می 2هاي دیجیتال از روش مکمل  تقریباً تمام سیستم

علامت، داراي ارزش هستند فقط  ها همانند سیستم بی همانطور که دیدیم در این سیستم، همۀ بیت
  ارزش بیت سمت چپ، منفی است.

)مقـدار اعـداد    :20مثال  )و  21001( )و  211001( )و  2111001( )و  21111( )و  2111111( )20110 
  بیابید. 2هاي نوشته شده، در سیستم مکمل  را با همان تعداد بیت

)  :  20جواب مثال  ) 3 0
21001 2 2 8 1 7         

  ( ) 4 3 0
211001 2 2 2 16 8 1 7           

  ( ) 5 4 3 0
2111001 2 2 2 2 32 16 8 1 7             

  ( ) 3 2 1 0
21111 2 2 2 2 8 4 2 1 1             

  ( ) 5 4 3 2 1 0
2111111 2 2 2 2 2 2 1          

  ( ) 2 1
20110 2 2 6     

n 1  تا یک-n تا یک  

1-n 1  تا صفر-n تا یک  

1-n 1  تا یک-n تا صفر  
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شود. مـثلاً   ، اگر بیت سمت چپ عدد، تکرار شود، مقدار عدد، عوض نمی2در سیستم مکمل  نتیجه:
)بیت  4با  )21001 7   بیت  8و با( )211111001 7    بیـت   4و یـا بـا( )20110 6    8و بـا 

)بیت  )200000110 6 .  
براي جمع دو عدد، دو عدد را زیر هم بنویسیم و جمع کنـیم! یعنـی    :2جمع در سیستم مکمل 

علامت، دو عدد سیستم مکمل  هستند، همانند جمع دو عدد بیمهم نیست که اعداد مثبت یا منفی 
  کنیم. کنیم و از رقم نقلی خروجی صرفنظر می را جمع می 2

ــال  ــا  :21مث ــات   4ب ــت عملی 1001بی 0111  0011و 0100  1101و 1100  1101و 0110  و
0110 0101  1001و 1010  ها را مشخص کنید. انجام دهید و وضعیت پرچم 2را در سیستم مکمل  

  : 21جواب مثال 
Cاز بیت سمت چپ، نقلی خارج شده است:    1  

Zحاصل عملیات صفر است :    1  
Sمثبت است : حاصل عملیات    0  

Vبرابر صفر شده است :  7با  7سرریز وجود ندارد. جمع  0  
  

Cاز بیت سمت چپ، نقلی خارج نشده است:    0  
Z:  حاصل عملیات صفر نیست   0  
Sحاصل عملیات مثبت است :    0  

Vسرریز وجود ندارد :    0  
  

Cاز بیت سمت چپ، نقلی خارج شده است:    1  
Zحاصل عملیات صفر نیست :    0  
Sلیات منفی است : حاصل عم   1  

Vسرریز وجود ندارد :    0  
  

Cاز بیت سمت چپ، نقلی خارج شده است:    1  
Zحاصل عملیات صفر نیست :    0  
Sحاصل عملیات مثبت است :    0  

Vسرریز وجود ندارد :    0  
  

0 0 1 1 3
0 1 0 0 4
0 1 1 1 7

 
  

 

1 1 1
1 0 0 1 7
0 1 1 1 7
0 0 0 0 0

 
  



1
1 1 0 1 3
1 1 0 0 4
1 0 0 1 7

 
  

 

 
  

 

1
1 1 0 1 3
0 1 1 0 6
0 0 1 1 3
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Cاز بیت سمت چپ، نقلی خارج نشده است:    0  
Zحاصل عملیات صفر نیست :    0  
Sحاصل عملیات منفی است :    1  

Vمنفی شده است : باشد. جمع دو عدد مثبت،  سرریز می   1  
  

Cاز بیت سمت چپ، نقلی خارج شده است:    1  
Zحاصل عملیات صفر نیست :    0  
Sاست : مثبت حاصل عملیات    0  

Vت : شده اس ، مثبتباشد. جمع دو عدد منفی سرریز می   1  
  

  
Aباشند آنگاه براي تشخیص سرریز  2در سیستم مکمل  Bو  Aاگر  B توان ارائه داد: دو روش می  

حاصل جمع مثبت باشـد  منفی باشند و  Bو  Aمثبت باشند و حاصل جمع منفی باشد، یا  Bو  Aهرگاه  -1
Aالعلامـه باشـند آنگـاه     مختلـف  Bو  Aآنگاه سرریز است و بـرعکس. توجـه کنیـد اگـر      B   سـرریز

  شود: نمی

  

n n n

n n

n n

n n

carries c c c ... c c

A a a ... a a

B b b ... b b

s s ... s s

 

 

 

 







1 2 1 0

1 2 1 0

1 2 1 0

1 2 1 0

  

  n n n n n n[(a b , s )or (a b , s )] V1 1 1 1 1 10 1 1 0 1              
nتوان فرمول تشخیص سرریز را به شکل  پس می n n n n nV a b s a b s1 1 1 1 1 1             .نوشـت

  شویم) (با عملیات بولی در فصل بعد آشنا می
n(cهرگاه رقم نقلی وارد شده به بیت سمت چپ  -2 )1     با رقم نقلـی خـارج شـده از آنn(c مسـاوي   (

  نباشد آنگاه سرریز است و برعکس:
  n n(c c V )  1 1  

nتوان فرمول  پس می nV c c    xorعلامـت   را نیز بـراي تشـخیص سـرریز ارائـه داد. (عملگـر       1
  شود که دو عملوند آن، مخالف باشند) باشد و وقتی یک می می

  
  

  
nی کنید فرمول بررس n n n n nV a b c a b c1 1 1 1 1 1               نیز براي تشـخیص سـرریز صـحیح
  است.

  

1
0 1 1 0 6
0 1 0 1 5
1 0 1 1 5

 
  

 

1 0 0 1 7
1 0 1 0 6
0 0 1 1 3

 
  

 
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Aبراي انجام تفریق  :2تفریق سیستم مکمل  B توان دو روش ارائه داد: می  
ی خروجی (در صورت وجود) صـرفنظر  جمع کنیم و از رقم نقل Bعدد  2را با مکمل  A :1روش 

  کنیم:
  A B A ( B) A B 1        

Bیعنی  Bعدد  2یعنی مکمل  B–لازم به ذکر است  1.  
  رض گرفتن کم کنیم.قبنویسیم و با  Aرا زیر  B :2روش 

1101بیت تفریق  4با  :22مثال  1001  انجـام دهیـد و وضـعیت     2سـتم مکمـل   را بـا دو روش در سی
  ها را مشخص کنید. فلگ

  :1روش : 22جواب مثال 

  
 

carryout
 

           
3 7

1101 1001 1101 1001 1 1101 0110 1 1101 0111 1 0100 4
  

Vها عبارتند از:  فلگ 0  وS 0  وZ 0  وC 1  
ترین بیت نیـاز   شود که چپ وقتی یک می Cیعنی قرض. در واقع  Cفلگ  : در این روش2روش 

  به قرض داشته باشد.

  
C , Z , S , V



   

1101
1001

0100 0 0 0 0
  

  ها یکسان هستند. در این دو روش متفاوت است ولی سایر فلگ Cتوجه کنید فلگ 

1101بیتی  4تفریق  :23مثال  0000    هـا را   وش انجـام دهیـد و فلـگ   بـا دو ر  2را در سیسـتم مکمـل
  مشخص کنید.

  :1ش رو: 23جواب مثال 
         


1101 0000 1101 0000 1 1101 1111 1 1 1101  

  carryout 
Cها عبارتند از:  فلگ 1  وZ 0  وS 1  وV 0  

1101  :2روش  0000 1101   
Cها عبارتند از:  فلگ 0  وZ 0  وS 1  وV 0  
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1001بیتی  4تفریق  :24مثال  1101    هـا را   بـا دو روش انجـام دهیـد و فلـگ     2را در سیسـتم مکمـل
  ص کنید.مشخ

  :1ش رو: 24جواب مثال 
V 0  وS 1  وZ 0  وC 0    

  
    

7 3 4
1001 1101 1001 0010 1 1100  

  :2روش 


100 10
1 0 01
1 1 01
1 1 00

  

Cبیت سمت چپ قرض گرفته است پس  1 .است. 1ها مثل روش  فلگ رایس  

  
Aجام عمـل  نباشند. پس از ا 2در سیستم مکمل  Bو  Aاگر  B   اگـرA B      آنگـاه انتظـار داریـم کـه

Sحاصل مثبت باشد یعنی  0  البته به شرطی که سرریز پیش نیاید یعنیV 0   حال اگر سـرریز اتفـاق .
Vبیافتد یعنی  1شود یعنی  ، حاصل منفی میS 1   پس شرط لازم و کافی بـراي آنکـه .A B   ایـن

Sاست که  V  یعنیS V 0       همچنـین شـرط لازم و کـافی بـراي آنکـه .A B     ایـن اسـت کـه
S V  یعنیS V 1   

  
  

  
ــر  ــدد  Bو  Aاگ ــل   nدو ع ــتم مکم ــی سیس ــل   2بیت ــند، حاص Aباش B    ــه ــت ک ــرریز اس ــی س وقت

nA B 12 1    یاnA B 12   دانیم بـا   . یعنی حاصل از بازة مجاز خارج باشد. زیرا میn   بیـت
nبازة مجاز  n[ , ]1 12 2 1   باشد. می  

  
  

  
Aباشند،  2بیتی سیستم مکمل  nدو عدد  Bو  Aاگر  B  در صورتی سرریز است کهA  مثبت باشد وB 

  مثبت باشد و حاصل مثبت باشد. Bمنفی باشد و  A منفی باشد و حاصل منفی باشد، یا
  

  1سیستم مکمل 
بیتی باشد، ارزش بیت سمت چـپ   nها داراي ارزش هستند. اگر عدد  در این سیستم، همۀ بیت

n( )12 1  ت است.علام ها همانند سیستم بی باشد. ارزش سایر بیت می  
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)مقـدار اعـداد    :25مثال  )و  21001( )و  211001( )و  2111001( )و  21111( )و  2111111( )20110 
  بیابید. 1هاي نوشته شده، در سیستم مکمل  را با همان تعداد بیت

)  :  25جواب مثال  )21001 7 1 6      
  ( )211001 15 8 1 6       

  ( )2111001 31 16 8 1 6        
  ( )21111 7 4 2 1 0        

  ( )2111111 31 16 8 4 2 1 0          
  ( )    20110 4 2 6  

عدد را تکـرار کنـیم، مقـدار     اگر بیت سمت چپ 2، همانند سیستم مکمل 1در سیستم مکمل  نتیجه:
  شود. عدد حفظ می

دهیم. با این تفـاوت   ، عمل جمع را انجام می2همانند سیستم مکمل  :1جمع در سیستم مکمل 
  کنیم. که، رقم نقلی خروجی را مجدداً با حاصل جمع، جمع می

0101هـاي   حاصـل جمـع   :26مثال  1001  1010و 0110  1100و 1011  1010و 1001  را در
  بیت بیابید. 4با  1سیستم مکمل 

  : 26جواب مثال 

    
  آخرین جمع، سرریز است چون جمع دو عدد منفی، مثبت شده است.

  
، شرط لازم و کافی براي وقوع سرریز آن است که جمع دو عدد منفـی، مثبـت شـود یـا     1در سیستم مکمل 

  جمع دو عدد مثبت، منفی شود.
  

Aبـراي انجـام عمـل    : 1تفریق سیستم مکمـل   B ،A   عـدد  1مکمـل  را بـا B (B)   جمـع
  کنیم. کنیم و رقم نقلی خروجی را با حاصل جمع، جمع می می

1001بیت تفریق  4با  :27مثال  1000  انجام دهید. 1را در سیستم مکمل  
  : 27جواب مثال 
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  علامت مقدارسیستم 
در این سیستم، بیت سمت چپ فقط علامت است و فاقد ارزش اسـت. جمـع و تفریـق در ایـن     

1101خواهیم  بیت می 4سیستم براي کامپیوتر کمی پیچیده است. مثلاً با  0011    .را انجـام دهـیم
ها بررسـی شـوند و چـون     . باید ابتدا علامتتوان این دو عدد را زیر هم نوشت و با هم جمع کرد نمی

 با قـدر مطلـقِ   عدد ها از هم کم شوند و در نهایت علامت دو عدد هم علامت نیستند پس باید ارزش
1101بزرگتر، انتخـاب شـود. در واقـع     5   0011و 3     ِایـن دو عـدد برابـرِ    کـه حاصـل جمـع 

1010 2  هاست. تر از سایر سیستم باشد. ولی انجام این عملیات براي کامپیوتر پیچیده می  

  علامت سیستم بی
Aخواهیم  علامت هستند و می بیتی بی nدو عدد  Bو  Aفرض کنید  B   را محاسبه کنـیم و

nحداکثر  ،بیتی n دو عدد معِایم. حاصل ج بیت فضا در نظر گرفته nبراي حاصل جمع،  1   بیتـی
 بیتی قـرار دهـیم آنگـاه در صـورتی کـه رقـم نقلـیِ        nپس اگر حاصل جمع را در یک فضاي  ،است

Aیک شود، یعنی سرریز اتفاق افتاده است. براي انجام عمل تفریـق   ،خروجی B   دو روش وجـود
Aعدد دوم جمع کنیم یعنـی   2مکمل با عدد اول را  :1روش دارد:  B A B 1   .  دو  :2روش

  عدد را با شیوة قلم و کاغذ و با قرض گرفتن، تفریق کنیم.
Aاگر تفریق با روش جمع انجام شود یعنی  B A B 1    آنگاه  

  outC A B  0  وoutC A B  1  
  رض انجام شود آنگاه:قاگر تفریق با روش 

  outC A B  0  وoutC A B  1  

  کدهاي باینري براي اعداد دسیمال
 4را به صورت باینري کدگذاري کنیم. براي این منظور حداقل  9تا  0خواهیم ارقام دسیمال  می

تا کاراکتر نیاز به  nالت یا ح nبیت نیاز داریم (براي کد کردن  lg n   باشـد) در جـدول    بیـت مـی
(یـا   BCDایـن کـدها، کـد     تـرینِ  آمده اسـت. طبیعـی   9تا  0بیتی براي نمایش  4زیر، تعدادي کد 

NBCD :Natural Binary Coded Decimal علامـت   را بـه صـورت اعـداد بـی     9تـا   0) است که
در  1111تـا   1010دهـد. پـس کلمـه کـدهاي      نمایش می 1001تا  0000بیتی، یعنی از  4باینري 
BCD یک کلمـه کـد    0001یا  0000شوند (به هر رشتۀ دودویی مثل  استفاده نمی(code word) 

  شود) گفته می
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Decimal digit BCD( ) excess8421 3 842 1 2421 6311
0 0000 0011 0000 0000 0000
1 0001 0100 0111 0001 0001
2 0010 0101 0110 0010 0011
3 0011 0110 0101 0011 0100
4 0100 0111 0100 0100 0101
5 0101 1000 1011 1011 0111
6 0110 1001 1010 1100 1000
7 0111 1010 1001 1101 1001
8 1000 1011 1000 1110 1011
9 1001 1100 1111 1111 1100

  

توان ساخت، بررسی کنید تعداد  می 9تا  0بیتی زیادي براي  4ست، تعداد کدهاي لازم به ذکر ا

!این نوع کدها 
!

16 290594304006  ایم. تا از این کدها را آورده 5باشد. ما در این جدول فقط  می  

 (weighted)دار  وزن ) سـایر کـدها،  3، افزونـی  3(مازاد  excess3در این جدول، به غیر از کد 
ــثلاً   ــتند. مــ ــکل    وزن BCDهســ ــه شــ ــت و وزن آن بــ ــابراین   8421دار اســ ــت، بنــ اســ

BCD( )         0111 0 8 1 4 1 2 1 1 برابــر  Cهــا در کـد   . بـه طــور کلـی اگــر وزن بیـت   7
w w w w3 2 1 CAباشد آنگاه مقدار کلمه کد  0 (a a a a ) 3 2 1   برابر است با: Cدر کد  0

  A a w a w a w a w3 3 2 2 1 1 0 0         
8مثلاً کد  4 2 و بیـت   4و بیـت دوم   8تـرین بیـت آن    دار است و ارزش یا وزن با ارزش وزن 1

  باشد. پس: می -1و بیت چهارم  -2سوم 
  ( )8 4 2 10111 0 8 1 4 1 2 1 1 1          

)از افزودن  (excess3) 3کد افزونی  )23 0011  بهBCDشود. ، حاصل می  
0101به شکل  3در کد افزونی  5مثلاً رقم  0011  شود. نمایش داده می 1000یعنی  

هستند. کدي را خود مکمل گویند کـه   (self complement)برخی کدها اصطلاحاً خود مکمل 
نگـاه رقـم نظیـر آن    اگر هر کلمۀ کد را که به شکل دودویی است، مکمل کنیم (مکمل یک کنـیم) آ 

خـود مکمـل اسـت، مـثلاً      excess3شـود) کـد    کـم مـی   9شـود (یعنـی از    مـی  9کلمۀ کد، مکمل 

excess( ) 30011 0  وexcess( ) 30011 1100 9   یاexcess( ) 30100 1 و excess( ) 31011 8.  
8و  excess3در جدول فوق، کدهاي  4 2 خـود مکمـل هسـتند. شـرط لازم بـراي       2421و  1

باشد. مثلاً جمع  9هاي آن برابر  دار بتواند خود مکمل باشد، آن است که جمع وزن آنکه یک کد وزن
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8هاي کد  وزن 4 2 )برابر  1 ) ( )8 4 2 1 9      باشد و این کد خود مکمل اسـت. جمـع    می
  است. 9نیز برابر  2421کد  هاي وزن

دار نیست و ارتباطی به نکتۀ گفته شده ندارد. لازم به ذکـر اسـت کـه     وزن 3excessدقت کنید 
افزار  خود مکمل بودن، یک مزیت است و در انجام محاسبات مثل تفریق، کدهاي خود مکمل، سخت

  کمتري نیاز دارند.
کد BCD در کـد   9یـافتن مکمـل    معروفی است ولی خود مکمل نیسـت. بـراي   کدBCD دو ،

  شود: سازي است، ارائه می روش که قابل پیاده
  کنید مثلاً: (not) 1جمع کنید و سپس حاصل را مکمل  6را با  BCDابتدا کلمۀ کد  :1روش 

  BCD BCD( ) ( )  62 0010 1000 0111 7  
  
  

a جمـع شـود،   6است، اگر با  BCDیک کلمۀ کد در  aبراي اثبات این روش، فرض کنید  6 
a)شود  1شود و حال اگر مکمل  حاصل می ) a15 6 9    کلمـۀ   9شود که مکمـل   حاصل می

  باشد. می aکد 
کنید سپس نتیجه را با ده جمع کنید و از رقـم نقلـی    1را مکمل  BCDابتدا کلمۀ کد  :2روش 

  خروجی، صرفنظر کنید مثلاً:
  BCD BCD( ) ( )


  102 0010 1101 1 0111 7  

  
  

کنیـد،   1را مکمـل   aاسـت، اگـر    BCDیک کلمۀ کـد در   aبراي اثبات این روش، فرض کنید 
a15 شود که حال اگر نتیجه را بـا ده جمـع کنیـد     حاصل می( a) a15 10 25      حاصـل

)توان نوشت  شود که می می a) ( a)25 16 9     کـه  10000رقم نقلی خروجی است ( 16که (
)شود و  صرفنظر می a)9  کلمۀ  9مکملa باشد. می  

8و  BCD ،excess3بیت به صورت دودویی،  8را با  68عدد  :28مثال  4 2   نمایش دهید. 1
کنیم. ولی براي سـایر کـدهاي گفتـه     یتبدیل م 2را به مبناي  68براي نمایش دودویی، : 28جواب مثال 

  بیت قرار دهیم: 4شده، باید به ازاي هر رقم، 
  binary( )68 64 4 01000100    

   BCD( )
6 8

68 01101000  

 1مکمل 

 9مکمل 

 1مکمل 

 صرفنظر
 9مکمل 
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   excess( ) 3
6 8

68 10011011  

  ( ) 8 4 2 1
6 8

68 10101000  

  شد)با می 8) معادل 1011و ( 6 معادل) 1001، (3(توجه کنید در کد افزونی 
براي انجام عملیات جمع و تفریق در کدهاي اعداد دسیمال، باید حاصل را تصحیح کنیم  توجه:

 6پس از جمع دو رقم، باید حاصل بـا   BCDکه در هر کد روش تصحیح متفاوت است. مثلاً در کد 
  در نظر بگیرید: BCDرا در کد  8و  4جمع شود که تصحیح شود مثلاً عمل جمع 

  

BCD

BCD

binary

BCD

( )

( )

( )

( )

( )












2

4 0100
8 1000

12 1100
6 0110

12 10010

  

  است. 12باشد که برابر  می 10010) برابر 6حاصل جمع پس از تصحیح (جمع با 

BCDحاصل جمع  :29مثال  BCD( ) ( )01001001 01101000  را در کدBCD .بیابید  
)BCDدر واقـع  : 29جواب مثـال   )BCDو  68برابـر   01101000( باشـد و   مـی  49برابـر   01001001(

49حاصلجمع  68  باشد که در کد  می 117برابرBCD    بـه شـکلBCD( نمـایش داده   100010111(
  شود. می

 4بیتی که دیدیم، کدهاي معـروف دیگـري کـه از     4براي نمایش ارقام دسیمال غیر از کدهاي 
  ه آمده است:بیت بزرگتر هستند نیز وجود دارد که در جدول زیر، چند نمون

code code
Decimal digit Biquinary code

2 2
1 5 7

10 07421 0501234
0 0100001 1000000000 01100 1010000
1 0100010 0100000000 10001 1001000
2 0100100 0010000000 10010 1000100
3 0101000 0001000000 00011 1000010
4 0110000 0000100000 10100 1000001
5 1000001 0000010000 00101 0110000
6 1000010 0000001000 00110 0101000
7 1000100 0000000100 11000 0100100
8 1001000 0000000010 01001 0100010
9 1010000 0000000001 01010 0100001
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دهـد   که هفت بیتی است. دو بیت اول (از سمت چپ) نشان مـی  (biquinary)در کد دو پنجی 
) و پـنج بیـت بعـدي    9تـا   5یعنی  10و  4تا  0یعنی  01باشد ( می 9تا  5یا  4تا  0که عدد در بازه 

  دهد. عدد موجود در آن بازه را نشان می 5یکی از 
 7بیت بیشتر هستند، امکان تشخیص خطا است. کد دو پنجی  4ترین مزیت کدهایی که از مهم

حالت آن مجاز است. پس هر خطایی  10حالت دارد که از این تعداد فقط  128بیت  7بیتی است و 
  شود یکی از حالات غیرمجاز تولید شود، قابل تشخیص است. که باعث می

1در کد 
10 (1 out of 10)باشد. ، فقط یک بیت از ده بیت برابر یک می  

2کد 
ها، صفر هسـتند. ایـن کـد     یک و سایر بیت ، پنج بیتی است که دو بیت از پنج بیت برابر5ِ
باشد پـس   می 07421ها  کنند. وزن بیت سایر ارقام از وزن پیروي می 0دار است. به غیر از  نیمه وزن

( )2
5

01010 1 7 1 2 9    .  

2کد 
کـد  هـا، صـفر هسـتند. ایـن      هفت بیتی است که دو بیت از هفت برابر یک و سایر بیـت  7

)باشد پس  می 0501234ها  دار است و وزن بیت وزن )2
7

0100001 1 5 1 4 9    .  

2در کد  10100باشد و عدد  410اگر احتمال خطا در یک بیت برابر  :30مثال 
دریافت شـده باشـد،    5

چقدر احتمال دارد که این عدد خطا باشد؟ واضح است که ایـن خطـا در صـورت وجـود، قابـل تشـخیص       
  یک کلمۀ کد معتبر است. 10100نیست چون 
  ابل تشخیص نباشد:دو حالت امکان دارد که خطا پیش آمده و ق: 30جواب مثال 

یک بیت صفر به یک و یک بیت یک به صفر تبدیل شده باشد. احتمال این حالت برابر  :1حالت 
4 4 82 10 3 10 6 10       باشد. می  

دو بیت صفر به یک و دو بیت یک به صفر تبدیل شده باشد کـه احتمـال ایـن حالـت      :2حالت 

برابر    4 4 4 4 163 2
10 10 10 10 3 10

2 2
           .است  

8برابر مجموع این دو حالت یعنی  ،بجوا 166 10 3 10    باشد. می  

  (gray)کد گريِ 
در این کد هر دو کلمۀ کد متوالی، فقط در یک بیت بـا هـم تفـاوت دارنـد. بـه عبـارتی فاصـله        

(distance) کـد بـاینري و کـد گـري سـه      است. در جدول زیر 1توالی برابر بین هر دو کلمۀ کد م ،

)آمده است. در کد باینري تعداد اختلاف بیت بیتی  )21 001  و( )22 010 :دو بیت است   
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  ولی در کد گري تعداد اختلاف بیت بین هر دو کلمه کد متوالی، فقط یک بیت است.
ــرا ي نوشــتن کلمــه کــدهاي گــري،  ب

توان از این واقعیت کمـک گرفـت کـه     می
ــی    ــد انعکاسـ ــطلاحاً کـ ــد، اصـ ــن کـ ایـ

(reflected code)  است. به این معنی که
nبراي یـافتن کلمـه کـدهاي     1   ،بیتـی

بیتـی گـري را    nکافی است کلمه کدهاي 
زیر هم بنویسیم و سپس زیر این کلمـات،  

اي همین کلمات را بنویسـیم و   ینهتصویر آ
کلمۀ اول، صـفر و قبـل از    nسپس قبل از 

n .کلمه دوم، یک قرار دهیم  
  بیتی دقت کنید: 3و  2به نحوه ساخت کد گري 

  

reflect

append

append

  

  

reflect

append

append

  
nگیر است. زیرا براي ساخت کد گري  ولی این شیوة ساخت، زمان 1     بیتی باید ابتـدا تـا کـد

توان براي تبدیل کد باینري به گري، فرمول ارائه داد. قبل از ارائـه   بیتی را ساخته باشیم. می nگري 
exclusive)فرمول، عملگري به نام  OR : ) XOR   بیـت   2کنـیم. ایـن عملگـر،     را معرفـی مـی

  کند: کند و اگر مخالف باشند، یک و در غیر این صورت، صفر تولید می دریافت می

  

ab a b

 
00 0

1 1 0 01 1
10 1
11 0

1و   0 1   0و 1 1   0و 0 0   

Decimal number Binary code Gray code

0 000 000
1 001 001
2 010 011
3 011 010
4 100 110
5 101 111
6 110 101
7 111 100
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  ه کد گري به شکل زیر است:فرمول تبدیل کد باینري ب

    
  n n ng b b ,..., g b b3 2 3 0 1 0       وn n ng b b2 1 2     وn ng b1 1   

در کد گري، کافی اسـت   kgشود و براي یافتن هر بیت مثل  یعنی بیت سمت چپ، عوض نمی
kbرا با  kbبیت  1  ،در باینريXOR توان فرمول کلی تبـدیل بـاینري بـه گـري را بـه       کنیم. می

kشکل  k kg b b 1  ،k n0 1    نوشت وnb 0 ریف کرد.تع  

  را با حداقل تعداد بیت در کد گري نمایش دهید. 70عدد  :31مثال 
کنیم و سپس با فرمـول گفتـه شـده، بـه کـد گـري        را به کد باینري تبدیل می 70ابتدا : 31جواب مثال 

  کنیم: تبدیل می

  gray  
  توان فرمول زیر را ارائه داد: گري به باینري می براي تبدیل از کد

    
  n n nb b g ,..., b b g3 2 3 0 1 0       وn n nb b g2 1 2     وn nb g1 1   

  هاي زیر رسید: توان به فرمول با جایگذاري هر فرمول در فرمول بعدي، می
  n nb g1 1   

  n n n n nb b g g g2 1 2 1 2         
  n n n n n nb b g g g g3 2 3 1 2 3           

  
n nb b g g g ... g0 1 0 1 2 0



      
  

) XORلازم به ذکر است، عمل  )   یک تابع فـرد(odd function)      اسـت یعنـی اگـر تعـداد
مل برابر یک است و در غیر این صورت، حاصل برابر صفر اسـت مـثلاً:   ها فرد باشد، حاصل این ع یک

1 1 1 0 1 0      1و 0 1 1 1   . توان گفت عمل  میXOR ها را با هـم جمـع    همه بیت
  مثلاً کند. محاسبه می 2کند و سپس باقیماندة نتیجه را به  می

  ( )mod mod1 0 1 1 1 0 1 1 2 3 2 1          
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)  و )mod mod1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 2 4 2 0            
  توان گفت پس می

  n n n nb g g ... g (g g ... g )mod0 1 2 0 1 2 0 2            

)grayبیتی  8عدد  :32مثال  در کد گري نوشته شده اسـت. ایـن عـدد را بـه دهـدهی       10011011(
  تبدیل کنید.
  :کنیم کنیم و سپس باینري را به دهدهی تبدیل می ابتدا به باینري تبدیل می: 32جواب مثال 

  gray( ) (b b b b b b b b )7 6 5 4 3 2 1 0 210011011   
  b4 1 0 0 1 0      وb5 1 0 0 1     وb6 1 0 1    وb7 1  

  b2 1 0 0 1 1 0 1        وb3 1 0 0 1 1 1       
  b0 1 0 0 1 1 0 1 1 1          وb1 1 0 0 1 1 0 1 0         

)پس حاصل به شکل باینري    کنیم: باشد که به دهدهی تبدیل می می 211101101(
  ( )211101101 128 64 32 8 4 1 237        

  کدهاي تشخیص و تصحیح خطا
تشخیص خطا وجود داشته باشد، آن است که در کـد مـورد نظـر،     شرط آنکه در یک کد، امکان
معتبـر   1000، کلمـۀ  BCDمعتبر وجود داشته باشند. مثلاً در کد هم کلمات معتبر و هم کلمات نا

تبدیل شود، آن خطـا   1100به  1000معتبر نیست. پس اگر خطا باعث شود کلمۀ  1100است ولی 
همۀ خطاها قابل تشخیص نیسـتند مـثلاً اگـر خطـا باعـث       BCDقابل تشخیص است. البته در کد 

، BCDدر کـد   1001طا قابل تشخیص نیست چون تبدیل شود، این خ 1001به  1000شود، کلمۀ 
  یک کلمۀ معتبر است.

هاي آن دو کلمه اسـت. مـثلاً اگـر     بین دو کلمۀ کد، برابر تعداد اختلاف بیت (distance)فاصله 
I 11010  وJ 10001  دو کلمۀ کد باشند آنگاه فاصله این دو برابرd(I , J) 3   است زیـراI  و

J  بیت با هم تفاوت دارند: 3در
 

  

در یک کد، حداقلِ فاصله، برابر با حداقل فاصلۀ بین کلمات آن کـد اسـت. تمـام کـدهایی کـه      
کلمه وجود دارد که فاصـلۀ   2ت چون حداقل شان برابر یک اس اند، حداقل فاصله تاکنون معرفی شده

آنها برابر یک باشد. در چنین کدهایی اگر یک بیت خطا پیش آیـد، ممکـن اسـت باعـث شـود یـک       
 BCDکلمۀ معتبر به یک کلمۀ معتبر دیگر تبدیل شود و خطا قابل تشخیص نباشـد. مـثلاً در کـد    

 BCDآید یک کلمـۀ دیگـر در    میاي که به وجود  یک بیت خطا شود، کلمه 0001اگر در کلمۀ کد 
  است و خطا قابل تشخیص نیست.
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. براي سـاختن چنـین کـدي،    2شرط تشخیص خطا این است که کدي بسازیم با حداقل فاصلۀ 
به کلمات اضافه کنیم. دو نوع توازن وجـود دارد: زوج و   (parity)کافی است یک بیت به اسم توازن 

 nشـود کلمـات    شـود و باعـث مـی    ر کلمۀ کد اضافه میبیتی است که به ه (even)فرد. توازن زوج 
nبیتی تبدیل به کلمات  1       یک در هـر کلمـه، زوج شـود. تـوازنِ فـرد بیتی تبدیل شوند و تعداد

(odd) یک در هر کلمه، فرد شود. نیز باعث می شود، تعداد  
e(pوج جدول مقابل به کلمه کدهاي سه بیتـی بـاینري، تـوازن ز    اضـافه   (

بیتی هسـتند. فـرض کنیـد     4هاي ما  کرده است. با توجه به جدول، اکنون داده
exyzpبخواهیم کلمۀ  1001 اي ارسال کنیم و روي بیـت دوم   را براي گیرنده

دریافت کند. گیرنـده تشـخیص    1101(از سمت چپ) خطا پیش آید و گیرنده 
معتبر نیسـت (زیـرا در تمـامی     1101هد که خطا رخ داده است زیرا کلمۀ د می

 2ها زوج هستند). واضح است که اگـر روي   ، تعداد یکexyzpکلمات به شکل 
خطـا تبـدیل بـه     اب ـ 1111بیت خطا پیش آید قابل تشخیص نیست. مثلاً اگـر  

  یص نیست.بیت سمت چپ خطا شده) شود، قابل تشخ 2( 0011
هـاي اولیـه را بـا هـم      هاي اولیه، کافی است همـه بیـت   و افزودن آنها به داده epبراي محاسبۀ 

XOR  کنیم، یعنیep x y z  بیـت را بـا هـم     4تواند هـر   . گیرنده براي تشخیص خطا می
XOR  کند یعنیeC x y z p     اگرC 1    یعنی خطا پیش آمده اسـت (حاصـلXOR 

  ها فرد باشد که به معنی خطاست). شود که تعداد یک وقتی یک می
توان یک بیت خطا را تشـخیص داد. بـه    است می 2اش برابر  با داشتن کدي که حداقل فاصله نتیجه:

dتـوان تـا حـداکثر     مـی اسـت،   dاش برابـر   طور کلی با داشتن کدي که حداقل فاصله 1   خطـا را
dتشخیص داد زیرا اگر  1       بیت از یک کلمۀ معتبر عوض شوند، این کلمـه تبـدیل بـه یـک کلمـۀ

  است. dشود زیرا فاصله بین کلمات حداقل  معتبر دیگر نمی
شد. اگر فاصلۀ کد (حداقل فاصلۀ بین کلمات با 3براي تصحیح خطا باید فاصلۀ کد، حداقل برابر 

شود که یک کلمۀ معتبر به یک کلمۀ نامعتبر تبدیل  باشد آنگاه یک بیت خطا، باعث می 3کد) برابر 
اسـت،   2اش برابر یک و با سایر کلمـات کـد حـداقل     شود که فاصله این کلمۀ نامعتبر با کلمۀ اصلی

اش کمتر  تر است (فاصله اي که نزدیک عتبر را به کلمهتوان آن را تصحیح کرد یعنی کلمۀ نام پس می
  است) تبدیل کرد.

I، دو کلمۀ معتبرِ 3مثلاً فرض کنید در یک کد با فاصلۀ  11010  وJ 10001   .وجود دارنـد
Iخطا شود، کلمه نامعتبر  Iحال اگر بیت دوم کلمه  10010  آیـد کـه فاصـله     بوجود میI   تـاI 

  تبدیل شود که این یعنی تصحیح خطا. Iباید به  Iاست پس  2برابر  Jتا  Iبرابر یک و فاصله 

ex y z p
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 1
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dتوان حداکثر  است می dبا داشتن کدي که حداقل فاصله آن  نتیجه: 1
2
   .خطا را تصحیح کرد  

cاگر حداقل فاصلۀ کد برابر  نتیجه: d2 1  توان تا  باشد آنگاه میc    خطا را تصحیح کـرد و تـاd 
)دارد  5خطــاي اضــافی را تشــخیص داد. مــثلاً کــدي کــه حــداقل فاصــله  c d )2 1 5    داراي

  ابل است:هاي مق قابلیت
dبیت  4تشخیص خطا در    4   وc 0  

dخطاي اضافی  2تصحیح یک بیت خطا و تشخیص    2   وc 1  
dتصحیح دو بیت خطا    0   وc 2  

یـک روش کلـی بـراي سـاخت      R.W.Hamming 1950در سـال   :(Hamming)کد همینگ 
  دهیم. ارائه کرد که به کد همینگ معروف شد، که توضیح می 3کدهایی با حداقل فاصلۀ 

کرد و در نتیجه یک خطا را تصحیح کـرد، بایـد    3 ابربراي آنکه بتوان حداقل فاصلۀ یک کد را بر
بیـت اضـافه کنـیم و     3بیتی باشند باید به آنها  4هاي اولیه  شود. اگر دادهبه کلمات کد، بیت اضافه 

  کنیم (علت را خواهیم دید). بیت اضافه می 4بیتی باشند، به آنها  8هاي اولیه  اگر داده
بیـت اضـافه    3بیتـی،   4هـاي   سـازیم. پـس بـراي داده    بیتی کد همینگ می 4هاي  ما براي داده

کنـیم (فـرض کنیـد مـا فرسـتنده هسـتیم).        را براي گیرنده ارسال مـی بیت  7کنیم و در نهایت  می
 سـه بیـت   کنـیم   گـذاري مـی   ها را از سمت چپ و شروع از یک شماره بیت

 2و  1هـاي   ی در مکاندهیم یعن است قرار می 2شان توانی از  هایی که شماره اضافه شده را در مکان
 7و  6و  5و  3هـاي   بیت اولیه را در مکـان  4نامیم.  ) میc4و  c2و  c1(سه بیت اضافه شده را  4و 

bدهیم ( قرار می b b b3 5 6   بیتی اولیه است): 4دادة  7

  
c c b c b b b

  
  کنیم: می XORهاي دادة اصلی را با هم  ، تعدادي از بیتc4و  c2و  c1براي یافتن 

  
c b b b XOR( , , )

c b b b XOR( , , )

c b b b XOR( , , )

1 3 5 7

2 3 6 7

4 5 6 7

3 5 7
3 6 7
5 6 7

       
    

  

را به صـورت مجمـوع    7و  6و  5و  3هاي دادة اولیه یعنی  ها، شمارة بیت فرمول(براي درك این 
3بنویسید:  4و  2و  1اعداد  2 1   5و 4 1   6و 4 2   7و 4 2 1  هـایی   ، حال شماره

وجـود دارد   2هایی کـه در آنهـا    هستند. شماره c1سازندة  7و  5و  3ی وجود دارد یعن 1که در آنها 
سـازندة   7و  6و  5وجود دارد یعنی  4هایی که در آنها  هستند و شماره c2سازندة  7و  6و  3یعنی 

c4 (هستند  
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  بیت براي گیرنده ارسال کنید: 7، سه بیت همینگ را اضافه کنید و 0011بیتی  4به دادة  :33مثال 

b: 33جواب مثال  b b b3 5 6 7 0011 یعنی c c cهاي  . با توجه به فرمولc1  و
c2  وc4 :داریم  

  c XOR( , , ) XOR( , , )1 3 5 7 0 0 1 1    
  c XOR( , , ) XOR( , , )2 3 6 7 0 11 0    
  c XOR( , , ) XOR( , , )4 5 6 7 0 11 0    

  1000011  بیت ارسالی براي گیرنده عبارت است از: 7پس 
را در صـورت وجـود تصـحیح    بیت چگونـه خطـا    7کنیم گیرنده پس از دریافت  حال بررسی می

هـاي زیـر، محـل خطـا را در صـورت وجـود،        بیت با کمک فرمول 7کند. گیرنده پس از دریافت  می
  کند: دهد و آن را تصحیح می تشخیص می

  
d c b b b XOR( , , , )

d c b b b XOR( , , , )

d c b b b XOR( , , , )

1 1 3 5 7

2 2 3 6 7

4 4 5 6 7

1 3 5 7
2 3 6 7
4 5 6 7

         
     

  

dحال  d d4 2 غیـر ایـن    باشد یعنی عدم وجـود خطـا. و در   000بیتی است که اگر  3یک عدد  1
  دهد کدام بیت خطا است: صورت، نشان می

  

d d d

















4 2 1

0 0 0
0 0 1
0 1 0

0 1 1
1 0 0

1 0 1
1 1 0

1 1 1

  

را دریافت کرده اسـت. در صـورت وجـود خطـا آن را تصـحیح       1010011بیتی  7گیرنده عدد  :34مثال 
  کنید.

را محاسـبه   d4و  d2و  d1دریافت کرده اسـت.   را گیرنده  :34جواب مثال 
  کنیم: می

  عدم وجود خطا
  

c) 1بیت شمارة    خطاست 1(
  

c) 2بیت شمارة    خطاست 2(
  

b) 3بیت شمارة    خطاست 3(
  

c) 4بیت شمارة    خطاست 4(
  

b) 5بیت شمارة    خطاست 5(
  

b) 6بیت شمارة    خطاست 6(
  

b) 7بیت شمارة   خطاست 7(
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  d XOR( , , , ) XOR( , , , )1 1 3 5 7 110 1 1    
  d XOR( , , , ) XOR( , , , )2 2 3 6 7 0 111 1    
  d XOR( , , , ) XOR( , , , )4 4 5 6 7 0 0 11 0    

dپس  d d4 2 1 011 بیتـی کـه توسـط فرسـتنده ارسـال       7خطاست یعنی  3ه یعنی بیت شمار
را  1000011باشد. در واقع این مثال ادامۀ مثال قبلی است کـه فرسـتنده    می 1000011شده است 

   ارسال کرد و خطایی پیش آمد و گیرنده متوجه شده و خطا را تصحیح کرد.
بیـت   4ینگ بسازیم. همانطور که گفته شد بایـد  بیتی، کد هم 8هاي  خواهیم براي داده حال می

c)هاي اضافه شده  بیت براي گیرنده ارسال کنیم. بیت 12اضافه کنیم. یعنی باید  ,c ,c ,c )8 4 2 در  1
  است: 2شان توانی از  گیرند که شماره هایی قرار می مکان

  c c c c  
3با توجه بـه اینکـه    2 1  ،5 4 1  ،6 4 2  ،7 4 2 1   ،9 8 1  ،10 8 2  ،

11 8 2 1    12و 8 4  :پس  

  

c XOR( , , , , )

c XOR( , , , , )

c XOR( , , , )

c XOR( , , , )

1

2

4

8

3 5 7 9 11
3 6 7 10 11
5 6 7 12
9 10 1112


 
 
 

  

هـاي زیـر، محـل خطـا را در صـورت وجـود،        بیت و با کمک فرمـول  12پس گیرنده با دریافت 
  کند: دهد و آن را تصحیح می تشخیص می

  

d XOR( , , , , , )

d XOR( , , , , , )

d XOR( , , , , )

d XOR( , , , , )

1

2

4

8

1 3 5 7 9 11
2 3 6 7 10 11
4 5 6 7 12
8 9 10 1112


 
 
 

  

ــر  dاگـ d d d8 4 2 1 0000        ــن صـــورت اگـــر ــا، در غیـــر ایـ ــدم وجـــود خطـ یعنـــی عـ
d d d d ..8 4 2 1 0001 dخطاست. و اگـر   12تا  1یعنی بیت شمارة  1100 d d d ..8 4 2 1 1101 1111 

یعنی خطا در بیش از یک بیت رخ داده است و قابل تصحیح نیست (البته این لازم و کـافی نیسـت.   
dیعنی ممکن است خطا در بیش از یک بیت رخ دهد و  d d d8 4 2  1111یـا   1110یـا   1101برابر  1

  نباشد)
 8هـاي   بیت اضـافه کـردیم و بـه داده    3بیتی  4هاي  خواهیم بررسی کنیم، چرا به داده حال می

کنـیم و   بیت بـه آنهـا اضـافه مـی     kبیتی هستند و  nها  بیت اضافه کردیم. فرض کنید داده 4بیتی، 
n k کنیم.  سازیم و به گیرنده ارسال می بیت میk   کنـیم بـراي گیرنـده     بیتی که اضـافه مـیk2 
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ها صفر باشند) نشان دهندة عدم وجـود خطاسـت و   idکند که یک حالت آن (همۀ  حالت ایجاد می
k2 1   حالــت دیگــر بایــد بتوانــد نشــان دهــد کــدام یــک ازn k  بیــت خطاســت. پــس بایــد

 .  

  بیتی حداقل چند بیت اضافه کنیم تا بتوان یک خطا را تصحیح کرد؟ 20هاي  به داده :35مثال 
kباید از نامساوي  :35جواب مثال  k2 1 20     حـداقل مقـدار ،k       را بیـابیم کـه بـا بررسـی جـواب

k bit5 .است  

ایم تا بتوان یک خطا را تصـحیح کـرد، بهتـرین مقـادیر      بیت اضافه کرده 5بیتی،  nهاي  به داده :36مثال 
  را بیابید. nبراي 

kتوجه به رابطۀ  با :36جواب مثال  n k2 1   اگر ،k 5  قرار دهیم، حداکثر مقدارn   حاصـل
nشود:  می n    52 1 5 قـرار   4مقـدار   k، بـه جـاي   n. براي یافتن حداقل مقدار بـراي  26
nدهیم:  می n    42 1 4 بیت اضـافه کنـیم.    4بیتی باید  11هاي حداکثر  یعنی به داده 11

کـه   nبیـت اضـافه کنـیم. بنـابراین بهتـرین مقـادیر بـراي         5 بیتی باید 12هاي حداقل  پس به داده
k 5  بیت به آنها اضافه کنیمn12 26  باشد. می  
شـود و در   3بیت توازن اضافه شود کـه حـداقل فاصـلۀ کـد برابـر       kبیتی باید  nبراي اعداد  نتیجه:

  هاي مختلف آمده است:kاي به از nجدول زیر مقادیر مناسب 

  

Information Bist(n) Parity Bits(k)

n k

n k

n k

n k

n k

n k

 
  
  
  
  
  

1 2
2 4 3
5 11 4

12 26 5
27 57 6
58 120 7

  

  
تبدیل کرد. کافی است به کد  4را به کدي با حداقل فاصلۀ  3توان کد همینگ با حداقل فاصلۀ  به راحتی می

شـود و   مـی  4ت توازن، فاصلۀ کد برابر ، یک بیت توازن زوج اضافه کنیم. با افزودن این بی3همینگ با فاصلۀ 
شود. فرض کنیـد   هاي دیگري نیز در کد ایجاد می خطا را تشخیص داد و همچنین قابلیت 3توان حداکثر  می

بیت، یـک   12ایم. حال به این  ساخته 3بیتی با فاصله  12ایم و کدي  بیت اضافه کرده 4بیتی،  8ما به اعداد 
pکنـیم یعنـی    اضافه می p13بیت توازن زوج به اسم  XOR( , ,.., )13 1 2 12  بیـت بـراي گیرنـده     13و


